CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
PRO-PERFORMANTA

CLASA A V-A

3 NOIEMBRIE 2018

1. La o intrecere de alergari participa cinci sportivi A, B, C, D, E. Oricare doi sportivi au ocupat
locuri diferite. Dupa cursa situatia este urmatoarea:

-E nu a fost primul;

-A nu a fost nici primul, nici ultimul;

-intre C gi D a sosit exact un sportiv;

-B a sosit imediat dupa F;

-C nu a fost al treilea.

Determinati ordinea in care au sosit sportivii.

2. Lucia, llinca si Razvan sunt 3 frati. Daca urmatoarele afirmatii sunt toate adevarate, care
dintre ei este cel mai tanar?

-Lucia este cea mai in varsta;

-Riizvan nu este cel mai in varsti;

-llinca nu e cea mai tanara.

3. Aleesia prefera in fiecare anotimp un alt gen de filin gi ascnlta un alt gen de muzica. Se gtie ca:
1} Alecsia nu ascultd vara muzica simfonica, dar urmareste filme de actiune.

2} Primavara, Alecsia asculti muzica disco §i nu urmareste comedii.

3} Toamna, Alecsia nu ascultid muzica rock si nu urmareste desene animate.

4) In anotimpul in care urmireste filme istorice, Alecsia asculta muzick simfonici.

5} Alecsia nu ascultd muzica populari nici iarna, nici vara.

Precizati ce gen de muzica si ce fel de filme prefera Alecsia in fiecare anotimp.

4. Scriem in ordine descrescatoare numerele de patru cifre diferite care au suma cifrelor 10.
Determinati ce pozitie are numiirul 2017 in aceastd scriere.

(G.M. 2/2018)



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
PRO-PERFORMANTA

CLASA A VI-A

3 NOIEMBRIE 2018

1. Pentru orice numiir natural + > 1, numim "pas” una dintre urmitoarele transformari pe care i
le aplicam acestuia:

-daci este divizibil cu 3, il impartim la 3;

-dacd nu este divizibil cu 3, ii adaugam 1.

Orice sir de transforméri se opreste cénd se ajunge la 1. De exemplu, 5 +6 2+ 2 =23 = 1.

a) Din cati pagi se ajunge de la 2 1a 1? Dar de la 37 Dar de la 127

b) Cite numere se transforma in 7 dupa un singur pas? Dar in 87

c¢) Care este cel mai mare numar care din 4 pasi se transforma in 17 Dar din n pagi?

d) Catc numere se transforma in 1 dupa exact 4 transformari?

2. La o intrecere de alergari participa cinci sportivi A, B, C, D, E. Oricare doi sportivi au ocupat
locuri diferite. Dupa cursa situatia este urmatoarea:

-E nu a fost primul;

-4 nu a fost nici primul, nici ultimul;

-intre C i [J a sosit exact un sportiv;

-B a sosit imediat dupa E;

-C mu a fost al treilea.

Determinati ordinea in care au sosit sportivii.

3. Lucia, llinca, Miruna si $tefan stau in ordinea aceasta, In gir indian. Lucia 1i vede pe ceilalti
trei, Ilinca pe ceilalti doi, Miruna pe Stefan gi Stefan pe nimeni. Celor patru le-au fost puse pe cap
cite o paldrie astfel incit niciunul nu stie ce culoare are propria paldrie, dar le vede pe cele din fata
sa. Cei patru mai gtiu ca pilariile au urmatoarcle culori: una este albastra, una este verde, una
este rogie si cealaltd este ori rogie, ori albastra ori verde. Cei patru copii sunt intrebati, in ordinea
Lucia-Ilinca-Miurna-$tefan, ce culoare are palaria proprie §i in mod surpinzator toti patrn au raspuns
in mod corect, fiecare auzind raspunsurile date de ceilalti. Care sunt cei doi copit care au palariile de
aceeasi culoare?

4. Numiirul 2" are 90 de cifre. Aritati ca cel putin una dintre cifre se repeta de cel putin zece ori.
GM 10/2017
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1. Oricare numér natural mai mare decat 1 poate fi transformat in 1 prin urmitorii pasi:

-daci este divizibil cu 3, il impértim la 3;

~-dacd nu este divizibil cu 3, {i addugim 1.

Orice sir de transformdri se opreste cind se ajunge la 1. De exemplu, 5 -6 +2 =3 — 1.

a) Din cati pasi se ajunge de la 2 la 1?7 Dar de la 37 Dar de la 127

b) Cate numere se transformd in 7 dupa un singur pas? Dar in 87 Dar in 3k + 1, £ € N*? Dar in
n#3k+1,keN, neN* n>37

c¢) Care este cel mai mare numir care din 4 pasi se transforma in 17 Dar din n pasi?

d} Cate numere se transformd in 1 dupi exact 4 transformari?

2. Lucia, Ilinca, Miruna si $tefan stau in ordinea aceasta, in gir indian. Lucia ii vede pe ceilalti
trei, Ilinca pe ceilalti doi, Miruna pe Stefan i Stefan pe nimeni. Celor patru le-au fost puse pe cap
cite o palirie astfel incdt niciunul nu stie ce culoare are propria pilarie, dar le vede pe cele din fata
sa. Cei patru mai gtiu ca példriile au urmitoarele culori: una este albastrd, una este verde, una
este rogie si cealaltii este ori rogie, ori albastrd ori verde. Cei patru copii sunt intrebati, in ordinea
Lucia-Tlinca-Miurna-$tefan, ce euloare arc piilliria proprie si in mod surpinzitor toti patru an rispuns
in mod corect, fiecare auzind raspunsurile date de ceilal{i. Care sunt cei doi copii care au piiliriile de
aceeasi culoare?

3. a) Aritati ci numerele naturale de la 1 la 8 pot fi agezate in varfurile unui cub astfel incit
suma numerelor de pe fiecare fata a cubului sa fie aceeasi.

b) Existd opt numere naturale, diferite doud céite dous, care si se poatii ageza in vérfurile unui
cuby, astfel incat suma munerelor de pe ficcare fata s fic 20187

4. Daca a,b, ¢ > 0 sunt numere reale si % + ;'; + % = 4034, demonstrati ci

1 1 1
= 2017
a+b+b+c+c+a_

GM 1/2017
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1. Pentru orice numir natural + > 1, numim "pas” una dintre urmatoarele transformaéri pe care i
le aplicim acestiia:

-daci este divizibil cu 3, il impartim la 3;

-dacii nu este divizibil cu 3, ii adiugim 1.

Orice gir de transformaéri se opreste cand se ajunge la 1. De exemplu, 5 +6 —+2 —= 3 = 1.

a) Din citi pagi se ajunge de la 2 la 17 Dar de la 37 Dar de 1a 127

b) Cite numere se transforma in 7 dupa un singur pas? Dar in 87 Dar in 3k + 1, £ € N*? Dar in
n#3k+1, keN neN,n>37

¢} Care cste cel mai mare numar care din 4 pagi se transforma in 17 Dar din n pagi?

d) Cite numere se transformd in 1 dupd exact 4 transformitri?

e) Demonstrati ci intotdeuna se ajunge la 1 dupii un numar finit de pasi, indiferent de numarul
ales initial.

Prof. Felician Preda, elev Razvan Draghici

2. Sapte oameni agteaptd in sir indian sd intre intr-un avion cu sapte locuri. Fiecare pasager are
un bilet pe care este inscris locul siin. Prinml om care intra in avion gi-a pierdut insd biletul si se
ageaza pe un loc ales la intamplare. In continuare, fiecare pasager se va ageza pe locul inscris pe biletul
siiu daca acesta este liber sau pe un alt loc liber, ales in mod arbitrar.

a) Dupa ce a intrat a doua persoana putem fi siguri ca locul corespunziitor persoanei a doua este
ocupat?

b} Care sunt locurile pe care ultima persoand se poate ageza?

¢) Care este probabilitatea ca ultima persoani si se ageze pe locul inscris pe biletul siu?

3. Lucia, llinca, Miruna si $tefan stau in ordinea aceasta, in sir indian. Lucia ii vede pe ceilalti
trei, Ilinca pe ceilalti doi, Miruna pe Stefan si Stefan pe nimeni. Celor patru le-au fost puse pe cap
cite o pilirie astfel incat niciunul nu stie ce culoare are propria pilarie, dar le vede pe cele din fata
sa. Cei patru mai gtiu cd pilariile au urmiitoarele culori: una este albastri, una este verde, una
este rogie i cealaltd este ori rogie, ori albastrii ori verde. Cei patru copii sunt intrebati, in ordinea
Lucia-Ilinca-Miurna-$tefan, ce culoare are piléria proprie i in mod surpinzitor toti patru au raspuns
in mod corect, fecare auzind rdspunsurile date de ceilalti. Care sunt cei doi copii care au pilariile de
aceeagi culoare?

4. Determinati perechile de numere intregi pentru care:

a(a + 1) = b(b +2)

GM 5/2017
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1. O magina de caleul prll{llﬁt:e trei uuu!ere rea!e strict pozitive a,b gi ¢ §i returneazi numerele :‘7‘-:1-, -j’—a-c §i Ve
Numerele obtinute pot fi reintroduse, jar maging returneaza trei numere obtinute dupd aceeagi reguld. Dumitru
introduce numerele 2, v2v5 — 2 5i /2v/5 + 2. Este posibil ca dupi un numir finit de pagi magina si returneze
numerele 3 — /5,3 + /5 5i 37

2. Un hotel are n camere numerotate de In 1 1a n. Initial toate usile camerelor sunt inchise. Unul ciite unul, n turigti
inchid sau deschid ugile astlel: primul turist deschide toate ugile, al doilea turist inchide toate usile camerelor
cu numere pare, al treilea turist inchide uga camerei 3, deschide uga camerdi 6, inchide uga camerei 9, cte. Mai
precis, turistul k& schimbi starea camnerei al ciirei numdr se divide cu k.

(1) Pacd n = 10 care camere vor avea ugile deschise?
{b) Dacd n = 20 care camere gi-au schimbat starea de exact doui ori.
(c) Dacd n = 1000 cate camere vor avea ugile inchise?

3. A si B joacii urmitorul joc. Intr-o cutie se afla bile, pe fiecare bila fiind scris cite un numir natural mai mare
sau egal cu 3. Mai Intai A extrapge din cutic o bili. Daca pe ea este seris numarul n, ageazii pe o masd un gir de
n jetoane {fiecare jeton are o fatii albd §i una neagra), la inceput toate cu fata albi in sus. La fiecare mutare,
alege un jeton alb {rare nu se afldl in capetele sirului) il elimina 5i intoarce cele doui jetoane vecine celui eliminat.
Jucatorul A va obtine un punct dacd, dupd un gir finit de wmutari, raman pe masi doar doud jetoanc. Daca
acesta nu reugeste, jucitorul B primegte un punct. Apoi jucatorul B va [ace acelosi lucru, urmat din nou de A
5.a.. Presupunem cii A §i B fac mereu cele mai bune mutéri posibile.

(a) Care este cel mai mic numar n pentru care un jucitor poate obtine doud jetoane albe?

(b) Daca A extrage numirul 9, iar B extrage numarul 11, cite puncte au obtinut cei doi?

{¢) Este posibil ca dupd un gir finit de mutiri ale unui jucitor sa rémiana pe masi douii jetoane de culori
diferite?

(d) Daca A extrage toate numerele impare n cu 3 < n < 29 iar B extrage toate numerele pare ncu 4 < n < 30,
cine a cagtigat jocul si cu ce scor?

4. Profesorul de matematic a adus rezultatele testului pe care clevii unei clase lau dat. El a spus rezultatele
partial. Adicd orice elev stie notele celorlalti colegi, dar nu o stie pe a lui. Profesorul le-a mai spus ci existi cel
pulin o notd de 10. Dupi ce le-a dat acesie informalii, din minut in minut, elevii care au lual nota 10 gi care
si-au dat scama de acest luery, trebuie si le spung (in acelagi timp) si celorlalgi.

{a) Dupd primul minut un clev afirmi i el & Inat nota 10, Puteti decide cite note de 10 s-au Inat? Justificati!

(b) Daci presupunem cd sunt doar doud note de 10 (elevii nu stin acest lueru) care este nunirul minim de
minute dupé care se vor sti cel doi elevi care au obtinut nota 10.

{(c) Presupunem ca in primele sase minute nimeni nu spune nimic. Dupé 7 minute, un numar de m clevi anunga
¢d au obfinut nota 10. Puteti decide cat este m? Justificati!

Toate subicetele sunt obligatorii.
Fiecare raspuns trebuie explicat.
Thnp de lucru 2 ore.



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
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CLASA A X-A
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1. Asupra unor giruri finite de numere putem ac{iona prin trei operatii:

-ADUNAREA : dandu-se douit giruri a si b, atunci girul a + b este girul a continuat cu girul b

De exemplu, daci a = (1,5,7,9) gi b = (3,4,8) atuncia + b = (1,5,7,9,3,4, 8).

-INVERSAREA : dindu-se un sir a, "inversul” siiu se noteazii cu R(a) si reprezinta sirul scris de
la cap la coada.

De exemplu, dacd a = (1,2,3,7) atunci R(a) = (7,3,2,1).

- Operatia Si(a) unde & € N*, & mai mic decat numarul elementelor sirului a, care actioneazi
astfel: primele & numere ale sirului se scriu in ordine inversd si sunt duse ultimele in gir. De exemplu,
daci a = (1,2,3,4,5,6), atunci Sa(a) = (3,4,5,6,2,1) iar Si(a) = (5,6,4,3,2,1).

a) Fic e =(1,2,3,4) 5i b= (5,6,7). Calculati S3(a + b) i S1(Sa{a + b)).

b) Dacii @ = (1,2,3,4,5,6,7), precizati de cate ori trebuie si aplicim S5 pentru a obtine sirul
initial.

c} Dacé a are lungimea n,n € N* gi k astfel incat & > §. Demonstrati ca dupd ce aplicim S de
patru ori, se va ajunge la sirul initial.

2. Pentru orice numir natural » > 1, numim ”pas” una dintre urmitoarele transformari pe care i
le aplicam acestuia:

-daci este divizibil cu 3, 1l impéartim la 3;

-daca nu este divizibil cu 3, ii addugim 1.

Orice sir de transformaéri se opreste céand se ajunge la 1. De exemplu, 5 -6 +2 =232 1.

a) Din cati pasi se ajunge de la 2 1a 1? Dar de la 37 Dar de la 127

b) Cate numere se transforma in 7 dupd un singur pas? Dar in 87 Darin 3k + 1, k € N*? Dar in
n£3k+1L,keNneN" n>37

¢} Care este cel mai mare numadr care din 4 pasi se transforma in 17 Dar din n pagi?

d) Cate numere se transforma in 1 dup# exact 4 transformdri?

¢} Demonstrati ca intotdeuna se ajunge la 1 dupa un numar finit de pasi, indiferent de numarul
ales initial.

3. Cinzeci de cameni agteapta in gir indian sa intre intr-un avion cu cincizeci de locuri. Fiecare
pasager are un bilet pe care este inscris locul siiu. Primul om care intri in avion si-a pierdut insi
biletul si se ageaza pe un loc ales la intdmplare. In continuare, fiecare pasager se va ageza pe locul
Inscris pe biletul situ daci acesta este liber sau pe un alt loc liber, ales in mod arbitrar.

a) Dupi ce a intrat a doua persoani putem fi siguri ca locul corespunzator persoanei a doua este
ocupat?

b) Care sunt locurile pe care ultima persoani se poate ageza?

¢) Care este probabilitatea ca ultima persoanii sa se aseze pe locul inscris pe biletul sau?

4. Determinati partea intreaga a numarului logy 5 + logs 7 + logy 3. Supliment GM 10,2017
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1. Pe o masii rotundi care se poate roti, se afla patru pahare pline gi doua pahare goale dispuse
cireular (ccle dond pahare goale sunt consecutive). Un om alege de pe masa un pahar plin {nm vede
ce alege) si 1l pune la loc. Cind este mai probabil ca acel om si aleagd din nou un pahar plin: cind
alege urmitorul pahar in sensul invers acelor de ceasornic sau cand roteste masa si alege un pahar la
intamplare?

. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

Toate animalele din aceastd casfi poartd numele Jim.

Orice animal caruia ii place sa se uite lnng la luna este bun de mascota.
Atunci cand eu detest un animal, il evit.

Niciun animal nu este carnivor, in afara celor care vaneaza noaptea.

Niciun animal cu numele Jim nu ezita sé ucida soareci.

Niciun animal nu s-a atagat vreodati de mine, cu exceptia celor din aceasta casa.
Cangurii nu sunt buni de mascote.

Numai carnivorele ucid goareci.

Detest animalele care mu sunt atagate de mine.

10. Animalelor care vaneazad noaptea le place totdeauna si se uite lung la luna.
Intrebare: Eu evit sau nu evit cangurii?

e S

3. Fie n persoane astfel incit fiecare are exact trei "dugmani” {daci persoana z "dugminegte”
persoana y atunci si persoana y "dugmineste” persoana x).

a) Impé#rtim persoanele in doui mul{imi arbitrare A si B. Fie a numdrul de "dugminii" din
multimea A (numirul perechilor de persoanc care se "dugmanese” din multimea A4), si b numarul
perechilor de persoane care se "dusmiinesc” din multimea B. Daci o persoand se muté din multimea
A in multimea B, cum se pot modifica a gi b (se maresc, scad, raman la fel, cregte doar unul etc.)?

b) Putem muta o persoana dintr-o multime in alta astfel incat numadrul total de ”dugménii” (suma
numérului de "dugmainii” din fiecare mul{ime) si scada?

c} Demonstrati cd existd o impirtire a celor n persoane in doud multimi astfel incat fiecare per-
soand si aibd in muliimea din care face parte maxim un dugman.

4. Fie (ay)a>1 un gir de numere reale pozitive cu proprietatea cit ":‘l—:" < 2gon 2 1 Aritagi ca
siritl este convergent.
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1. Pe o masii rotundi care se poate roti, se afla patru pahare pline si doua pahare goale dispuse
circular (cele doud pahare goale sunt consecutive). Un om alege de pe masa un pahar plin (nu vede
ce alege) si il pune la loc. Cind este mai probabil ca acel om sa aleaga din nou un pahar plin: cind
alege urmitorul pahar in sensul invers acelor de ceasornic sau cand roteste masa si alege un pahar la
intamplare?

. Urmitoarele afirmatii sunt adevarate:

Toate animalele din aceastii casi poartd numele Jim.

QOrice animal cdruia ii place s se uite lung la luni este bun de mascota.
Atunci cind eu detest un animal, il evit.

Niciun animal nu este carnivor, in afara celor care vaneaza noaptea.

Niciun animal cu numele Jim nu ezitd s& ucidd goareci.

Niciun animal nu s-a atagat vreodatd de mine, cu exceptia celor din aceasti casa.
Cangurii nu sunt buni de mascote.

Numai carnivorele ucid soareci.

. Detest animalele care i sunt atagate de mine.

10. Animalelor care vineazd noaptea le place totdeauna sa se uite lung la luni.
Intrebare: Eu evit sau nu evit cangurii?

SONeOELNER

3. Fie n persoane astfel incit fiecare are exact trei "dugmani” (daci persoana z "dugmanegte”
persoana y atunci §i persoana y "dusmainegte” persoana z).

a) Impértim persoanele in doud multimi arbitrare A i B. Fie e numirul de "dugménii” din
multimea A (munarul perechilor de persoane care se "dugmanesc” din multimea A), si b numarul
perechilor de persoane care se "dugmanesc” din muliimea B. Daca o persoani se mutd din multimea
A in mul{imea B, cum se pot modifica « si b (se maresc, scad, raman la fel, cregte doar unul ete.)?

b) Putem muta o persoana dintr-o mul{ime in alta astfel incat numarul total de "dugmanii” (suma
numérului de "dusménii” din fiecare multime) si scada?

c) Demonstrati ci existda o impartire a celor n persoane in doua multimi astfel incat fiecare per-
soand si aibd in mul{imea din care face parte maxim un dugman.

4. Determinati o primitiva a functiei f : R — R, definita prin:

f(&) = llx—1] -1 - 1]
Roxana Goga G.M. 10/2017



