Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editiaa lll-a

Clasa a V-a

1. Considerdm ca avem un numar nelimitat de pietricele albe (A) si negre (B) cu care
formam siruri. (Spre exemplu existd patru moduri diferite de a face siruri de dou3
pietricele: AA, AB, BA, BB.)

i) Scriei toate sirurile pe care le putem face cu trei pietricele. Cite sunt acestea?
ii) Cate siruri de cinci pietricele putem face? Dar de 100 de pietricele?

Acum presupunem ca este interzis sa aldturam doud pietricele negre. {Spre exemplu putem
face trei siruri de cate doud pietricele AA, AB si BA, deoarece BB este interzis.)

ili) Scrieti toate sirurile de trei pietricele pe care le putem face? Cate siruri de patru
pietricele putem face?

2. Trei echipe A, B 5i Cjoaca doud meciuri fiecare. La victorie se acord3 3 puncte, |a egal
1 punct, lainfrangere 0 puncte. Completati tabelul de mai jos, specificand apoi rezultatul din
fiecare meci.

Echipa Nr. jocuri | Victorii Egaluri Infrangeri | Goluri Goluri Puncte
marcate | primite
A 2 5 3 3
B 2 2 1
C 2 3 2 4

3. Separati exact 2 litri de apa in fiecare din urmatoarele dous cazuri:
i) Dispuneti de doud vase goale: unul de 4L si unul de 5L.
ii} Dispundeti de doua vase goale: unul de 3L si unul de 4L.

4. Gasiti cel mai mare numar natural abcd care are proprietatea ci (¢ +1)d =5-a(b-1).

(Gazeta Matematicd)

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare rispuns trebuie explicat.
Timp de lucru doud ore.
SUCCES!



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editiaalll-a

Clasa a Vl-a

1. Separati exact 2 litri de apd in fiecare din urmatoarele dou3 cazuri:
i) Dispuneti de douad vase goale: unul de 4L si unul de 5L.
i) Dispundeti de douad vase goale: unul de 3L si unul de 4L.

2. Considerdm cd avem un numar nelimitat de pietricele albe (A) si negre (B), cu care formam siruri. {Spre
exemplu existd patru moduri diferite de a face giruri de dou3 pietricele AA, AB, BA, BB.)

i) Scrieti toate sirurile pe care le putem face cu trei pietricele. Cite sunt acestea?
ii) Cate siruri de cinci pietricele putem face? Dar de 100 de pietricele?

Acum presupunem ca este interzis sd alaturdm doud pietricele negre. (Spre exemplu putem face trei siruri
de cate dous pietricele AA, AB §i BA, deoarece BB este interzis.)

iii) Scrieti toate sirurile de trei pietricele pe care le putem face in aceste conditii. Cite siruri de patru
pietricele putem face?

Fie r, numdrul de siruri pe care le putem face cu N pietricele avand conditia ca doud pietricele negre s nu
fie aldturate.
iv) Ardtaticd r, =1, +r,
Hint: Considerati separate cazurile in care uitima pietricic3 e alb3, respectiv cand ultima pietricici e
neagra.

3. Franta, Italia si Romania au participat [a o competitie sportiva.

54 se afle cate medalii de aur, cite de argint si cate de bronz a castigat fiecare dintre aceste trei tari,
stiind ca:

- Romania a castigat o medalie in plus de aur, dar cu trei mai putine de argint, fat de Italia.

- Fran{a este singura cu cele mai multe medalii de bronz (18), dar singura cu cele mai putine de aur (7).
- Fiecare tara are cel putin 6 medalii de fiecare fel,

- Italia are in total 27 de medalii.

- ltalia are cu 2 mai multe medalii de bronz decat de aur.

- Cele 3 tari au in total 38 medalii de bronz.

- Franta are de doua ori mai multe medalii de argint decit medaliile de aur ale Italiei.

4, Fie 4= {(x,_v)/ Tx+3y=2010,xeN.ve N}.Céte elemente are multimea A ?

(Gozeta Matematicd)

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare rdspuns trebuie explicat.
Timp de lucru doud ore.
SUCCES!



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Clasa a Vll-a

Considerdm cd n persoane (care se cunos¢ intre ele) stau n jurul unei mese rotunde. Fiecare persoand
afirmd: ,Ambele persoane din stdnga §i din drepta mea sunt mincinoase sau ambele spun adevirul.” Cel
putin una dintre persoane este mincinoasa. Aflati ce valori poate lua n, stiind cd 50 < 7 < 60.

Considerdm cad avem un numar nelimitat de pietricele albe (A) si negre {B), cu care formam siruri. {Spre
exemplu existd patru moduri diferite de a face siruri de doud pietricele AA, AB, BA, BB.)

i) Scrieti toate sirurile pe care le putem face cu trei pietricele. Cite sunt acestea?

fi} Cate siruri de cinci pietricele putem face? Dar de 100 de pietricele?

Acum presupunem cd este intrezis sd aldturdm doud pietricele negre. (Spre exemplu putem face trei siruri de
cate dous pietricele AA, AB si BA, deoarece BB este interzis.)

ili) Scrieti toate sirurile de trei pietricele pe care le putem face in aceste conditii. Cate siruri de patru
pietricele putem face?

Fie r, numdrul de giruri pe care le putem face cu N pietricele avand conditia ca doud pietricele negre sa nu fie

alaturate,

ii)

iii)

q,

iv) Ardtaticd r, =r, , +r, 3.(V)n24

Hint: Considerati separate cazurile in care ultima pietricic e alb3, respectiv ¢and ultima pietricicd e neagra.

Catélin se joacd impreund cu prietenii sii Andrei i Cristina mai multe jocuri. La fiecare joc, Catdlin alege
doud numere naturale x siy, 1 € x £ y. C3tilin ii comunica lui Andrei suma x+y, iar Cristinei produsul xy, firs
ca Andrei si Cristina sa stie ce numdr a fost spus celuilalt. Andrei si Cristina incearcs s3 gaseascd cele doud
numere, ei fiind persoane foarte inteligente.

La primul joc, Cristina spune imediat “Stiu numerele x si y”. Ce putem noi spune despre numerele
acestea? Explicati!

La al doilea joc, Cristina spune: "Nu stiu numerele”. Andrei spune: "Stiu numerele”. Considerand c¢3
suma era 4, ¢at sunt numerele x si y? Explicati!

Tn al treilea joc, Cristina spune "Nu stiu numerele”. Andrei spune “Nu stiu numerele”. Cristina spune
“$tiu numerele”. Stiind ¢a produsul era 4, aflati x si y. Explicati!

Determinati numerele prime p < ¢ <r pentucare p* +¢' +r' =29811.

{Gazeta Matematics)

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare raspuns trebuie explicat.
Timp de lucru doud ore.

SUCCES!



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
Editia a III-a, noiembrie 2017
Clasa a VIII-a

1. Joana hplinegte 7 ani. Colegii ei i-au adus un tort cu 7 luméaniri "buclucase” aprinse,
asgezate sub forméi de cerc. Daci Ioana sufld intr-o luméanare, aceasta, precum si cele doui
de langi ea igi schimbi starea (daci una dintre cele trei luménéri este aprinsi atunci se
va stinge iar dacé este stinsi ea se va aprinde; dacé sufld intr-o luméanare stinsd aceasta se
aprinde!). Ioana are voie sa sufle la fiecare pas doar intr-o luménare. Care este numirul
minim de pagi de care are nevoie pentru a stinge toate lumanarile?

2. Pe patru monede identice ca formi sunt scrise numerele 1,2,3 si 4. Cele patru mnonede
cintiresc un numir de grame egal cu numérul scris pe ele. Una dintre ele este falsd
(cantireste mai mult sau mai putin decit numérul scris pe ea). Si se arate ci, folosind
o balanti, se poate determina moneda falsi precumn si daci este mai grea sau mai ugoars
decat greutatea scrisi pe ea prin doud cintiriri.

3. intr-o cameri stau in jurul unei mese rotunde 25 de persoane, unele mint merecu iar altele
spun mereu adeviérul. Cele 25 de persoane se cunosc intre ele. Un ingelept intrd in cameri
gi vrea si afle care sunt cei care spun adevirul, desi nu cunoagte pe niciunul dintre cei
25. El cere fiecdruia sa arate spre prima persoand aflatd la masid in stinga sa si care
spune adevérul. Tn;eleptul observi ci fiecare aratii spre o altd persoand si ci nu existd o
persoand spre care au ardtat alte doudl persoane. El mai gtie ci exista cel putin o persoani
care spune adevirul. Desi a analizat cu atentie toate rispunsurile, a constatat ci nu poate
sti cu certitudine nici mdcar o persoani care spune adevirul sau care minte. Dupi un
moment de gandire inteleptul afirmi ci totugi stie numérul de persoane de la masi care
spun adevéarul. Care este acest numar? Justificati!

4. Intr-un plan « se considera n puncte X, Xo,...,X,. Fic M un punct extcrior planului a.

(2) S& se determine numirul minim de plane determinate de cite trei din cele n 41
puncte precumn §i situatia in care se obtine acest minim.

(b) Si se determine n astfel incat numirul maxim de plane delerminate de céte trei din
ccle n + 1 puncte este 16.

(c) Pentru n = 6 sd se decida daci exista o situatiec in care munarul planclor determinate
de cite trei din cele 7 puncte este exact 8. Justificare.

5. SUCCES!

Toate subicctele sunt obligatorii.
Fiecare rispuns trebuie explicat.
Timp de lucru 2 ore.



1.

i)

ii)

i)
i)
i)

iv)

Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Clasa aIX-a

Lumea este impdartitd in doud specii: oameni si roboti. Oamenii spun intotdeauna adevirul
despre alti oameni si mint intotdeauna Tnh legaturd cu robotii. Robotii spun intotdeauna
adevidrul in legdturd cu robotii si mint intotdeauna n legdturd cu oamenii. Acest lucru este
cunoscut de ambele specii.

Atentie: Omul nu face afirmatii mincinoase pentru c¢d vorbeste cu un robot, ¢i daca vorbeste
despre un robot. Analog pentru un robot. Prin persoana vom intelege om sau robot).

A spune: "B este robot”. Precizati ce specie este A. Puteti spune ce este B? Explicatil

C spune: "D a spus cd E este om”. Ce putem spune despre fiecare dintre aceste trei
persoane?

Consideram cad N persoane {N 2 2} stau in jurul unei mese circulare. Fiecare spune
despre persoana vecind din dreapta sa "Tu minti in legdturd cu persoana din dreapta
ta”. Ce putem spune despre N? Ce putem spune despre cum sunt aranjate persoanele in
jurul mesei? Explicati!

N persoane sunt aranjate in jurul unei mese (N 2 2). Fiecare spune vecinului din dreapta
"Vecinul tdu din dreapta minte in legatura cu vecinul sdu din dreapta”. Ce putem spune
despre N si despre aranjarea persoanelor in jurul mesei?

Catdlin se joacd impreund cu prietenii sd3i Andrei si Cristina mai multe jocuri. La fiecare joc,
Catalin alege doud numere naturale x siy, 1 € x < y. Citdlin ii comunica lui Andrei suma x+y,
iar Cristinei produsul xy, fard ca Andrei i Cristina sd stie ce numdr a fost spus celuilalt.
Andrei si Cristina incearca s3 gdseascd cele doud numere, ei fiind persoane foarte
inteligente.

La primul joc, Cristina spune imediat "Stiu numerele x si y”. Ce putem noi spune despre
numerele acestea? Explicati!

La al doilea joc, Cristina spune: "Nu stiu numerele”. Andrei spune: “Stiu numerele”.
Considerand cd suma era 4, cdt sunt numerele x si y? Explicatil

in al treilea joc, Cristina spune ”Nu stiu numerele”. Andrei spune “Nu stiu numerele”.
Cristina spune "Stiu numerele”. Stiind ca produsul era 4, afiati x si y. Explicatil

in al patrulea joc, Cristina spune: "Nu stiu numerele”. Andrei spune “Stiam ¢d nu stii
numerele”. Cristina spune “Acum le stiu”. Stiind cd produsul este B, cit sunt numerele x
si y? Explicatil



3. Alice 5i Bob au la dispozitie o tabla de sah speciald de forma unui tablou cu n linii 5i m
coloane (n si m numere naturale nenule) si un pion. Cei doi joacd urmétorul joc:

e |nitial Alice poate alege dacd ea efectueazd prima mutare sau nu;

e Prima mutare consta in plasarea pionului pe una din cdsutele tablei de sah (jucdtorul
aflat la prima mutare are dreptul de a aseza pionul in orice pozitie);

o ncepind cu a doua mutare, jucitorii mutd alternativ pionul in una din cisutele
adiacente pozitiei curente, cu conditia ca pionul sd@ nu se mai fi aflat in casuta respectivd
pana atunci {doua cdsute se numesc adiacente dac3 au o laturd comuna);

e Pierde jucatorul care nu mai poate muta.

Are Alice intotdeauna strategie de castig? Justificati!

Observatie: Prima si a doua mutare sunt efectuate de jucdtori diferiti

4. Consideramsistemul +” = "+ =+ + 7 = Bryz =1
a) Stindcd @y, €R sisearateci? +y+2:=1
b) S4 se rezolve sistemul in multimea|0.00) X 0,00) % |0,00)
c) 53 se determine o solutie in multimea R* x R* x R".
{Gazeta Matematicd)

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare rdspuns trebuie explicat.
Timp de lucru doud ore.
SUCCES!



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Clasa a X-a

1. Considerim o tabld de sah de dimensiune 2"%2", n numér natural nenul. Dandu-se o cdsuti
oarecare aflati pe linia x (1<x<2") si coloana y (1<y<2"), s3 se arate ¢ aceast3 tabli de sah poate
fi acoperitd intotdeauna cu piese de forma celei din figura alaturatd, astfel incdt cdsuta dat3 si
nu fie acoperitd de nicio piesd, iar orice altd cdsutd si fie acoperitd de exact o piesd. Caz
particular: n=3.

Observatie: orice piesa poate fi rotitd cu orice multiplu de 90°.

2. Lumea este impdaritd in doud specii: oameni si roboti. Oamenii spun intotdeauna adevarul
despre al{i oameni si mint intotdeauna n legdturd cu robaotii. Robotii spun intotdeauna adevérul
in legaturad cu robotiisi mint intotdeauna in legdturd cu oamenii. Acest lucru este cunoscut de
ambele specii.

Atentie: Omul nu face afirmatii mincinoase pentru ¢a@ vorbeste cu un robot, ci dacd vorbeste
despre un robot. Analog pentru un robot. Prin persoana vom Tntelege om sau robot).

i) A spune: "B este robot”. Precizati ce specie este A. Puteti spune ce este B? Explicatil

i) C spune: "D a spus cd E este om”. Ce putem spune despre fiecare dintre aceste trei
persoane?

iii) Considerdm cd N persoane {N 2 2) stau in jurul unei mese circulare. Fiecare spune
despre persoana vecind din dreapta sa “"Tu minti Tn legdturd cu persoana din dreapta
ta”. Ce putem spune despre N? Ce putem spune despre cum sunt aranjate persoanele in
jurul mesei? Explicatil

iv) N persoane sunt aranjate in jurul unei mese {N 2 2). Fiecare spune vecinului din dreapta
"Vecinul tdu din dreapta minte in legdturd cu vecinul sdu din dreapta”. Ce putem spune
despre N si despre aranjarea persoanelor in jurul mesei?

3. Avem sase bile, colorate astfel: dou3 bile rosii, doua bile verzi si doua bile galbene.
Din fiecare culoare, o bild este grea si una este usoard, adica au greutati diferite. Bilele grele au
aceeasi greutate, bilele usoare au aceeasi greutate.
Folosind o balantd, identificati cele trei bile grele din doud cantdriri.



4. Existd numere prime distincte p, g, r astfel incat vP: v VT sunt termeni ai unei progresii
aritmetice?
{Gazeta matematicd)

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare rdspuns trebuie explicat.
Timp de lucru doud ore.
SUCCES!



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Clasa a Xl-a

1. Considerdm o tabld de sah de dimensiune 2"x2", n numér natural nenul. Dandu-se o casutd
oarecare aflat3 la linia x (1<x<2"} 5i coloana y (1sy<2"), si se arate cd aceastd tabl3 de sah poate
fi acoperitd intotdeauna cu piese de forma celei din figura alaturats, astfel incat cdsuia data sd
nu fie acoperitd de nicio piesd, iar orice altd cisutd s3 fie acoperitd de exact o piesi. Caz
particular: n = 3.

Observatie: orice piesa poate fi rotitd cu orice multiplu de 90°.

2. Alice si Bob au la dispozitie o tabld de sah speciald de forma unei matrici cu n linii si m coloane
(n si m numere naturale nenule) si un pion. Cei doi joaci urmitorul joc:

* Initial Alice poate alege dacd ea efectueazi prima mutare sau nu

¢ Prima mutare constd in plasarea pionului pe una din cisutele tablei de sah (jucitorul
aflat ia prima mutare are dreptul de a aseza pionul in orice pozitie)

¢ Tncepind cu a doua mutare, jucétorii muta alternativ pionul in una din c3sutele
adiacente pozitiei curente, cu conditia ca pionul s nu se mai fi aflat in casuta respectivi
pana atunci (doua casute se numesc adiacente daci au o latur comuna}

* Pierde jucdtorul care nu mai poate muta

Are Alice intotdeauna strategie de castig? Justificati!

Observatie: Prima si a doua mutare sunt efectuate de jucitori diferiti.

3. Otardare exact N > 1 orase si sosele care conecteaza unele orase {0 sosea conecteazs dous
orase distincte). Stim ca putem ajunge din orice oras in orice alt oras intr-un mod unic, mergénd
pe sosele, astfel incat nicio sosea s& nu fie parcursd mai mult de o dat3.

a) Demonstrati cd existd un oras cu o singurs sosea adiacents. Aratati in plus ca existd cel putin
doua astfel de orase.
b) Céte sosele se afld in oras?



¢) O sosea a fost inchisd pentru reparatii. Se mai poate ajunge din orice oras in oricare altul?

4. Se considerd sirul (x,),,, definit astfel:

¥,
— . =+l *
x=2,x,, =2, ne‘" .
Sa se arate ci (x, ),,, este convergent. Calculati:

"
"

limx

L. limxy, lima(x, —1).
n—om H=p@ H=xot

(Gazeta Matematicd)
Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare rdspuns trebuije explicat.
Timp de lucru doud ore.

SUCCES!



a)

b)

Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Clasa a Xll-a

Consideram o tabld de sah de dimensiune 2"x2", n numir natural. Dandu-se o c3sut oarecare
aflatd la linia x {15x<2") si coloana y (1<y<2"), si se arate c3 aceastd tabl3 de sah poate fi
acoperita intotdeauna cu piese de forma celei din figura alaturats, astfel incat casuta dat3 s nu
fie acoperitd de nicio piesa, iar orice alt3 c3suti si fie acoperits de exact o pies3. Caz particular:
n=3.

Observatie: orice piesa poate fi rotitd cu orice multiplu de 90°.

Alice 5i Bob au la dispozitie o tabld de sah speciali de forma unei matrici cu n linii si m coloane
(n $i m numere naturale nenule) si un pien. Cei doi joaci urmitorul joc:

¢ Initial Alice poate alege dacd ea efectueaza prima mutare sau nu

¢ Prima mutare consta in plasarea pionului pe una din cisutele tablei de sah {jucitorul
aflat la prima mutare are dreptul de a aseza pionul in orice pozitie)

* Tincepind cu a doua mutare, jucétorii mutd alternativ pionul in una din césutele
adiacente pozitiei curente, cu conditia ca pionul s3 nu se mai fi aflat in cdsufa respectivi
pana atunci (doua casute se numesc adiacente daci au o laturd comuni)

* Pierde jucdtorul care nu mai poate muta

Are Alice intotdeauna strategie de cistig? Justificati!

Observatie: Prima si a doua mutare sunt efectuate de jucitori diferiti.

O tard are exact N > 1 orase si sosele care conecteazi unele orase {o sosea conecteazi dous
orase distincte). Stim ca putem ajunge din orice oras in orice alt oras intr-un mod unic, mergand
pe sosele, astfel incat nicio sosea si nu fie parcursd mai mult de o data.

Demonstrati ¢a existd un oras cu o singuré sosea adiacentd. Aratati in plus ¢3 exist3 cel putin
doud astfel de orase.

Cate sosele se afld in oras?

O sosea a fostinchisd pentru reparatii. Se mai poate ajunge din orice oras in oricare altul?



4. Si se determine functiile derivabile f:ik—)’Ecu F'&Y=0,Vkellf si f(x)= f(sinx),

Vxe ’R

{Gazeta Matematica)

Toate subiectele sunt obligatorii,
Fiecare rdspuns trebuie explicat,
Timp de lucru doud ore.
SUCCES!



